HKBL TD 13 : Dérivation 2024-2025

*
Exercice 1 Voir correction —

Dans chaque cas, montrer que f est continue sur son ensemble de définition Dy et déterminer si la fonction f est C! ou
non sur Dy.

zlnx six >0 xQSin(%) six#0
a) f(z) = ) , Dy =10,400] c) flx)= ) , Dy=R
0 siz=0 0 siz=0
e~/ gir>0 d) f(z) =|z|In(1+2z), Dy=]—1;+o0]
b) f(z) = 0 sie=0, Dy=R
/T siz<0
*
Exercice 2 Voir correction —
Dans chaque cas déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers a & aide d’une dérivée connue :
3—V9—dx 2" -4
_ — = — =2
2 f) = 22 a0 0 f@)==—, a
b) f(x)_cos(ac) G Q) f(z) = x—1 _1
r—3 2 ) (x)_8arctan(x)—27r’ ‘=
*
Exercice 3 Voir correction —

Dans chaque cas déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers a & 1'aide d’un développement limité :

_ a3z In
a) fla) =" 25 . a=0 d) f(x) = 3x(f)3, a=1
2r
b) f@) =2V g o) f(x):w,a:o
§ fl)= T 0 f) = (1”<11n+@> 5= +oo
’ *
Exercice 4 Voir correction —

On considére la fonction f définie sur [0; 400 par f(z) = Va2 + 1 4+ V22 — 1 — 2z. A laide d'un développement limité,
montrer que liIJIrl f(z)=0.
Tr—r+00

*
Exercice 5 Voir correction —

On counsideére la fonction f définie sur [0; +oo[ par

flz) = 2v/2? + 3z — 323 — 422 + /2t + 523
Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.

*
Exercice 6 Voir correction —

On considere la fonction f définie sur R par :
e /r six>0
fz) = _
0 sizx<O0

1) Montrer que f est de classe C* sur ]0; +oo[ et que pour tout n € N et tout z > 0 on a f(™(z) = e~ /% P,(1/z) ot
P,, est un polynéme de degré 2n.

2) Montrer que f est de classe C* sur R.
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* *
Exercice 7 Voir correction —

Le but de cet exercice est de généraliser le théoreme de Rolle : soit f : R — R une fonction dérivable sur R. On suppose
qu’il existe £ € R tel que lim f(z) = lirf f(z) = £. Montrer qu’il existe un réel ¢ tel que f'(c) = 0.
Tr—r—00 Tr—r+00

* *
Exercice 8 Voir correction —

En utilisant le théoréeme de Rolle, montrer par récurrence sur n € N qu’un polynéme non nul de degré n admet au plus
n racines distinctes.

*
Exercice 9 Voir correction —

Déterminer dans chaque cas un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oc.
1) up =+vVnt+5n+2—n?
2) u, =1In(n?+1) —2In(n +5)

3) up =e/" —\/1+1/3n

* X %
Exercice 10 Voir correction —

Soient f et g deux fonctions de classe C*°.
1) Montrer que pour tout n € N, (fg)™ (z) = Y1_ () f*® (2)g™ ¥ (z) (Formule de Leibniz)

2) Application : soient a et b deux réels. On considére la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = (x — a)™(z — b)™.

a) Calculer ™ (z)
b) En considérant le cas a = b, en déduire Y, _, (05)2.
n!

)= Kl(n —k)!

n

Rappel : on note CF = (k

*
Exercice 11 Voir correction —

A Taide du théoréme des accroissements finis, démontrer les inégalités suivantes :

a) VeeR, e*>1+4=x
b) Ve €] — 1,400, In(1+z) <z

c) Ve,y €R, |siny —sinz| < |y — x|

* %
Exercice 12 Voir correction —
. )2 . . P Unp, 1

Le but de cet exercice est d’étudier la suite (u,) définie par up = 1 et u,y1 = > + —.

Un
r 1
On consideére la fonction f définie sur intervalle [1;2] par f(z) = 5 + -
T

1) Etudier les variations de f et montrer que pour tout = € [1;2] on a f(x) € [1;2].
2) Montrer que la suite (u,) est bien définie et & valeurs dans [1;2].
3) Montrer que f est de classe C? et déterminer le maximum de |f/(z)| sur [1;2].

)
)
)
4) En déduire qu’il existe un réel r € [0; 1] tel que Vn € N, |up+1 — un| < r™ug — ugl.
5) Montrer que la série de terme général u, 1 — u, converge puis en déduire que la suite (u,) converge.
)

6) Déterminer la limite de (uy).
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* *
Exercice 13 Voir correction —

Le but de cet exercice est de généraliser le résultat de I'exercice précédent.
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle [a; b] telle que

o Vx € [a;b] on a f(x) € [a;b)].
o Il existe un réel r € [0; 1] tel que Va € [a;b], |f/(2)] < r
Soit (uy,) une suite définie par ug € [a;b] et Vn € N, upi1 = f(uy).
1) Montrer que f admet un unique point fixe, c’est & dire un unique réel ¢ € [a; b] tel que f(£) = £.
2) Montrer par récurrence que (u,,) est bien définie et & valeurs dans [a; b].
3) Montrer que pour tout n € N, |up11 — €] < 7lu, — 4|
4) En déduire que pour tout n € N, |u, — €] < r™|ug — £|.
5) En déduire que (u,) converge vers /.

* *
Exercice 14 Voir correction —

1
On considere la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) =1+ 5% e ",

1
2

Montrer que f est de classe C? sur [0; +o0.

Montrer que l'intervalle I = [1; +o00] est stable par f.

= W

Prouver qu'’il existe un unique réel « € [1;+o0[ tel que f(a) = o

On consideére la suite (u,,) définie par up = 1 et pour tout n € N, wpi1 = f(un).

)
)

1
) Montrer que pour tout x € [0; +o0[, | f/(2)] < 3
)
5)

1
Montrer que pour tout n € N, |u,, — | < 2—”|u0 —al.

6) En déduire la limite de la suite (uy,).
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Correction des exercice

Correction de 1’exercice 1 :

a)

Sur ]0; +00[, f(z) = zlnz donc f est continue sur cet intervalle comme produit de fonctions continues.

En 0, on a f(0) = 0 d’une part et ili% flx) = ilg}):r Inz = 0 par croissance comparée. Ainsi f est continue en 0
>0

On en conclut que f est continue sur [0; +oo].

f est C! sur ]0; +-00[ comme produit de fonctions C!.

f@) = f0) _ zhnz M = lim Inx = —o00. On en déduit que f n’est
0 z—0 ’

Pour tout z > 0, on a = = Inz, donc lim
z—0 x =0 X —

pas dérivable en 0, donc f ¢ C*.
1
2+ —= est C* sur ]0; +oo[ et & valeurs dans | — oo; 0 et & — e est C! sur | — 00; 0], donc f est C! sur ]0; +o00[ comme
Z
composée de fonctions C*.
1
De méme, f est C! sur | — oo; 0] comme composée de la fonction x — — par la fonction z — e* qui sont toutes deux C*.
x

Il reste & montrer que f est continue en 0 et si elle est C* en 0.

. . .. .. . _1
e On a lim (—l) =—ocoet lim e¥ =0 donc par composition de limites lim e~z = 0
z—0 x X——o00 x~>8
x>

De méme, lim ez = 0, donc f admet une limite & gauche et une limite & droite en 0 et lim f(z) = lim f(x) =
520 520 730

0 = f(0) donc f est continue en 0.
Pour tout > 0 on a

1 1
Or, lim — = +occ et lim Xe X =0 donc par composition de limites lim — e 7 =0.
a?(()) T X —4o00 z—0 X

De méme, pour tout < 0, on a

J@) - fOeE 1
= e’l‘
xz—0 T T
1 — f(0
Or lim — = —oco et lim X eX =0 donc par composition de limites lim M =0.
z—0 T X——00 z—0 x—0
<0 z<0
f(x) — f(0)

La limite a gauche et la limite a droite sont les mémes, donc on a lim = 0. Ainsi f est dérivable en 0

x—0 T —
et f(0) =0.
Pour que f soit C! sur R, il faut que f’ soit continue sur R. f’ est définie par

1
—26*1/”” siz>0
T
1
——261/”” siz<0
T

1
En posant X = — on a lim X = +oo, et comme lim XZ?e~ X on en déduit par composition de limites que
x

x—0 X —+o0
x>0
: 1 —1/z
lim —e =0.
z—0 T
x>0
A . . 2 X oL . 1 1/w
De méme, lim X = —co et lim —X=e” =0 donc par composition lim ——e/* =0
;c?(()) X ——00 x2>8 X
xr x

La limite a droite et la limite & gauche sont les mémes donc lir% f'(x) = f'(0) = 0, ainsi f est continue sur R
xr—r

donc f est CL.

1 1
¢) & — = est C! sur |0; 400 et sur | — 0o; 0] donc  — sin () est C! sur ] — 00; 0] et sur ]0; +oo[ par composée de
T x

fonctions CF.

Ives:
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De plus, x — 22 est C! sur R donc f est C! sur | — oo; 0] et sur ]0; +-o00[ par produit de fonctions C!.
Montrons que f est continue en 0 :

1 1
On sait que pour tout z # 0, —1 < sin <> < 1 donc —z2 < sin () < 22 Or lim 2?2 = lim(—2?) = 0 donc
x x

z—0 z—0

1
lim sin <> = 0= f(0). On en déduit que f est continue en 0.

x—0 x
Etudions la dérivabilité de f en 0
On a

22 sin <1)
wer, 10210 :

Vo € R*, M = xsin (1>
z—0 T

(1 . .
x sin ( < z donc par comparaison hn})
Tr—r

Or
x
dérivable en 0 et f/(0) = 0.

Ainsi f est dérivable sur R.
On vérifie si f est C! :

Pour tout  # 0, f'(z) = 2zsin <1> + 2 (12> cos <1>
x x x

Ainsi, f/(z) = 2z sin <1> — cos (1>
T T

1 1
Comme vu précédemment, lin%J 2z sin (> = 0, mais cos <> n’a pas de limite en 0.
r—r X X

1 —
T sin ()‘ = 0 On en déduit que lim M = 0 donc f est
€T x—0 0

T —

1
En effet, si on pose zj = . pour tout k € N*, on a Vk € N*, cos(zy) = cos(km) = (—1)¥, donc cos(z},) ne converge
T

pas alors que lim zp =0.
k——+oo

On en conclut que f est continue et dérivable sur R mais pas C' en 0.
d) z — 14z est C! sur | — 1; +o0o] et ne s’annule pas, donc = + In(1 + z) est C! par composition de fonction C*.
De plus, x — |z est continue sur | — 1; +oo[ et C sur | — 1;0[ et sur ]0; +oo[ mais pas C! sur | — 1; +oo[ puisque non
dérivable en 0.
Ainsi, f est continue sur | — 1; +in fty] comme produit de fonctions continues.
Vérifion si f est dérivable en 0

f(x) = f(0) |z[/In(14+x) In(l1+xz) siz>0 lz] 1 siz>0
Pour tout x # 0, —0 - =\ —In(1+2) siz<0 .Eneﬁet,?— 1 siz<o0 -
— f(0
Or, lim In(1 + z) = lim(—1In(1 4+ z)) = 0 donc lim f@) = 7(0) = 0. On en conclut que f est dérivable en 0 et que
z—0 z—0 z—0 x—0

£(0) = 0.

Vérifions si f est C! :

Sur lintervalle | — 1;0[, f est C! et f(z) = —zIn(1 + z) donc f'(z) = —In(l + z) — 1—?—755 Ainsi, lir%f’(x) =
z—
<0

0
—In(1 -— =
n(l+0) 50 0

De méme, f est C! sur ]0;+oo[ et sur cet intervalle on a f(z) = xln(1 + z). Ainsi f/(z) = In(1 + z) + %, donc
x
C N
s I =0
>0
On a donc lir% f'(z) = 0= f'(0) donc f’ est continue en 0. Ainsi f est C! sur | — 1; +o0].
r—

Correction de 1’exercice 2 :

1) En posant g(x) = /9 — 4z on a

x x
—4 -2 -2 2

= = d /0 =
o oo done g ()
3-V9—dz (2) 9
T R

/72

3-V9—4z _g(0)—g(x)  g(z) —g(0)

Or g est dérivable en 0 et ¢'(x)

V9 o3

On en déduit que lim —
x—0
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2) En posant g(x) = cosz on a =
x

Or g est dérivable en g et g’ (g) = —sin (g) =—1.

L. . cosw
On en déduit que lim —=-1
eE T — G

—g(2
3) En posant g(z) = 2% = e*"(? on a f(z) = Lg() Or g est dérivable et Yz €]0; +ocf, ¢'(z) = In(2)e*"() =
z—
In(2)2%. On en déduit que ¢'(2) = 41n(2) donc lim2 f(z) =41In(2).
T—

z—1 1 1
4) En posant g(a:) = arCtan(m) on a f(x) = Sarctan(x) _ 8arctan(1) = g X arctan(z)—arctan(1)
z—1
1 1 1 1
Or g est dérivable sur R et ¢'(z) = 522 donc ¢'(1) = 3 d’ou il_an1 flx)= g % g =T

Correction de I’exercice 3 :
1) Lorsque = tend vers 0, on a 1 —e3® =1 — (14 3z + 0o(3z)) = —3z + o(32).
1—e3  —3x+ 0(3z) 3 3
Ainsi = =—— .
o 20 3 O

1—e? 3

2

déduit li = .
On en déduit que lim o 5

2) Lorsque z tend vers 0, on a v/1+x =1+ 3 + o(x). On a donc

Ainsi,
3-V9—4z  3-(3-3+40(%))
T h T
_Zio(¥)
T

2, (A

“37%\3
. 3—V9—4dx 2
donc lim ——M = —
x—0 x 3

™ 7r
3) Calculons le développement limité de cosx au voisinage de 5 D’apres le cours, lorsque x tend vers g ona:

ot i (5) v () (= 5) 0 (=)

Or, cos’ (g) = —sin (g) = —1 donc au voisinage de g on a

cos(x)z—(m—%)—i—o(m—g)

Finalement

. CoS T
donc lim —=-1
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4) Méthode 1 :
Au voisinage de 1 on a

In(z) = In(1) + In'(1) x (x — 1) + o(z — 1)

=z—1+o(z—1)

ainsi Inz z—-14o0(x—1) —}—i—o 1
3 -3 3(x—1) -3 3)
Finalement, lim Inz = 1
z—=13rxr—3 3
Méthode 2 : on pose h = x—1 pour avoir & = 1+h. Lorsque x tend vers 1, h tend vers 0 et on sait que In(1+h) = h+o(h),
ainsi
In(z)  In(l+h)  h+olh) 1+0 1
3xr—3 3(1+h) -3  3h 3 3
ot lim 2% =1
z—13r—3 3

z—+oo T 222

1 1 1
Correction de ’exercice 4 : Ona lim — =0donc 4/1+ m% =14+—+o <2> lorsque x tend vers +oco.
x

Yz > 0, f(xQ):\/x2+l+\/x2—l—2x

donc lim f(x)=0.

r— 400
Correction de 1’exercice 5 :

Vo € [0;+oo], f(x)=2V2?+ 3z — 3323 — 422 + /2t + 5ad

3 4 5

=24/22(1 —3{’/31— </41 -

¢m<+m> P =)+ fat1+ )
29:\/1+33xi/14+:17</1+5
X X X

3 4 5
—9p(1 4 2V/2 3401 — Z1/3 14 2y1/4
2(14 2)1V2 = 301 = S8 a1+ 2)

i) )orfoe ()

5
:2x—|—3—3x+4—|—a:+1—|—0(1)

= %—1—0(1)

33
donc lim f(z)=—
T—+00

Correction de 1’exercice 6 :

® o2 722
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1) Pour tout entier n € N, on pose P(n) la propriété « f est de classe C™ sur ]0; +o0] et il existe un polynéme de degré n
P, tel que Yz > 0, f(™(z) = e~/* P,(1/z). »et on raisonne par récurrence.
1
— Initialisation : Pour n =0 on a f((z) = f(z) = e='/* sur ]0; +00[. De plus x +— — est C* sur ]0; +-00[ car = ne
x
s’annule pas. Ainsi, par composition de fonctions C*, f est C* sur ]0; +o0].
1
De plus, on a f'(z) = — e~ /% sur ]0; +-00[, donc f'(z) = e~*/* P;(1/x) avec Py(z) = 22 un polynome de degré 2.
x

Ainsi, P(1) est vraie.

— Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain rang n € N*.
Alors il existe P, un polynome de degré n tel que Va €]0; oo, f~™ (z) = e~ /% P, (1/z).
™ est donc dérivable comme produit de fonctions dérivables, et

f(n—H)(Q?) _ (f(n))/(l') _ % e~ 1/ Pn(1/$) — %e—l/x PT/L(I/!L‘)

ol P/ est la fonction dérivée de la fonction polynéme P,.
Ainsi,
PO () = eV (g Pa(1/) — 5P /)
r)=¢e —abn(l/z) — 5 P(l/z
En posant P, 1 (x) = 22P,(x) — 2P/ (), alors P, 41 est un polyndome de degré 2n + 2 car P,(x) est de degré 2n
donc 2% P, () est de degré 2n + 2 et P’ (z) est de degré 2n — 1 donc 22P! (z) est de degré 2n + 1.
De plus, on a f(**(z) = e~/* P, 1 (x) pour tout = > 0.
Aini, P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : Par principe de récurrence, on en conclut que P(n) est vraie pour tout n € N, donc f est C" sur
]0; +00[ pour tout n € N et ainsi f est C*> sur ]0; +o00
2) Montrons par récurrence que pour tout n € N, f est n fois dérivable sur R et que f (n) (0)=0

— Initialisation : f est C! sur | — oo;0[ et sur ]0; +oo[ comme composée de fonctions dérivables. En x = 0 on a

flz) = f(0) e/e

z—0 T

— le—l/x
X

. . . 1
or lim Xe X =0 donc par composition de limites lim —e~1/% = 0.
X —4o00 z—0 T

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0, ainsi la propriété est vraie au rang n = 1.
— Heérédité :Supposons que f soit n fois dérivable sur R et que f™(0) = 0.
Sur | — 00;0[, f(z) = 0 donc f(™(z) = 0, ainsi on a

“Yep,(1 iz >0
mn_ ] e w(1/2z) stz >
;) { 0 siz <0

d’apres la question précédente et 'hypothése de récurrence. Ainsi, f(™) est dérivable sur | — oo; 0[ et sur ]0; +oo].
Etudions la dérivabilité en 0 :

f(2) — f0) _ emVT Pu(1/a)

Ve >0 =
* ’ z—0 z
1 —1/z —-X 1
=—P,(1/x)e = XP,(X)e “en posant X = —
x x
1
Or lim — = +o0, et pour tout polynéme P on a lim P(X)e X =0.
x—0 X X—+oco
F (@) — f(0)

s _ (n)ys _
Ainsi, ilg%) 0 0, donc (f"),(0) =0

A gauche de O on a :

o)~ 10 0

v 0
< z—0 T

QOB
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done (f™);(0) =0 = (f);(0).
Finalement, f(") est dérivable en 0 et f ("‘H)(O) = 0. Ainsi la propriété est vraie au rang n + 1

— Conclusion : Par principe de récurrence, on en conclut que pour tout n € N, f est n fois dérivable et f() (0) =0.
Ainsi f est C* sur R.

Correction de ’exercice 7 :
e Si f est constante égale a ¢, alors Vz € R, f'(z) =0
o Si f n’est pas constante, alors il existe zo € R tel que f(xg) # £.
Soit € > 0 tel que f(xg) ¢]{ —e, £+ ¢[. Puisque lim f(z) = lim f(z) = ¢, il existe z; € R et 253 € R tel que
T—r+00 T——00
Ve <z, f(x)€l—c, l+e[etVa>uxo, f(z)€]l—e, {+e] Deplus, on a nécessairement z1 < xg <

> Supposons que f(zg) > ¢+ e. Comme f est dérivable sur R elle est continue sur R donc d’apres le théoréeme des
valeurs intermédiaires, puisque f(z1) < ell + € et f(z2) < £ + ¢ il existe deux réels a et b avec a € [x1,x0] et
b €]z, x2] tels que f(a) = f(b) =L +e.
f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b, et on a f(a) = f(b) donc d’apreés le théoréme de Rolle il existe un
réel ¢ €]a, b tel que f'(c) = 0.
> Supposons que f(zg) < £ —e. Comme [ est dérivable sur R elle est continue sur R donc d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires, puisque f(z1) > ell — e et f(xg) > £ — ¢ il existe deux réels a et b avec a € [x1,x0] et
b €]z, x2] tels que f(a) = f(b) =L —e.
f est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[, et on a f(a) = f(b) donc d’apres le théoreme de Rolle il existe un
réel ¢ €la, b] tel que f'(c) = 0.
Dans tous les cas on a prouvé U'existence d’un réel ¢ € R tel que f/(c) = 0.
Correction de I’exercice 8 : Pour tout n € N on note P(n) : tout polynéme non nul de degré n admet au plus n racines
distinctes, et on raisonne par récurrence.
— Initialisation : Pour n = 0, un polynéme non nul de degré 0 est un polynéme constant. Puisqu’il et non nul il ne
s’annule jamais donc il possede 0 racines.
Pour n =1 : un polynéme de degré 1 est une fonction affine de la forme f : x — ax + b avec a # 0.
f@)=0<—=ar+b=0<=z= —g donc f admet une uniqe racine.
La propriété est vraie au rangn =0et n = 1.

— Hérédité : Supposons que la propriété P(n) soit vraie pour un certain rang n € N et soit P un polynoéme de degré

n+ 1.
On raisonne par 'absurde et on suppose que P admet n + 2 racines distinctes. Cela signifie qu’il existe n + 2 réels
distinets 21 < 29 < -+ < Tpy1 < Tpio tels que P(xy) = P(xa) = -+ = P(@p11) = P(Zpq2) = 0.

Pour tout k € [1, n+ 1], la fonction P est continue sur [z , Tx+1] et dérivable sur |xy , zx+1[ en tant que fonction
polynoémiale. De plus, P(zy) = P(xg+1). D’apres le théoréme de Rolle, il existe donc un réel yy €lay , zr41] tel que
P'(y) = 0.

La fonction P’ admet donc n + 1 racines distinctes y; < yo < -+ < yx < yYr+1. Or P’ est un polyndéme de degré n donc
P admet au plus n racines distinctes, contradiction.

On en conclut que P admet au plus n + 1 racines distinctes.

— Conclusion : La propriété est vraie au rang n = 1 et elle est héréditaire, donc par principe de récurrence on en conclut
que pour tout n € N, P(n) est vraie.

Correction de 1’exercice 9 :

1) Lorsque n — +00, on a

Up = /0t 4 5n 4+ 2 — n?

5 2 5
\/n4(1+n3+ )—n

n4
5 2
— 2 2

n? l—ﬁ—i—ﬁ—o i —n? carz—o i
2n3 2n3 nt 2n3
donc u, ~ i

5 n 5
4ol =
2n 2n
n—oo 2n
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2) Lorsque n tend vers +oo on a :

Up = In(n? + 1) — 2In(n + 5)

=In(n*) +1n (1 + nlg> —2In(n) — 2In (1+ Z)
:21n(n)+;2+o<nl2> —2In(n) — 2 <2+0<2>)
=) SR

-10
donc u,, ~ —
n—oo n

Correction de 1’exercice 10 :
1) On note P(n) : (f9)"™(x) =X p_o (1) f*) (2)g™ =M (2).

— Initialisation : Pour n = 0, on a (f¢)®(z) = (fg)(x) = f(z)g(z) d’une part, et Zk 0( ) FO(2)g 0= (2) =
f(z)g(x) d’autre part, donc la propriété P(n) est vérifiée au rang n =0

Pour n =1, on a (fg)M(z) = (fg)(z) = ( )g(x) + ( ) ( )
D’autre part, on a lec:() (k)f(k)( g =) ( ) f(z (i)f’(a:)g(x)
Ainsi, P(1) et P(0) sont vraies (un seul de deuX sufﬁt).
— Hérédité : Supposons que P(n) soit vraie pour un certain rang n € N.
Alors (fg)™(z) =3 7_o (1) f* (2)g" =" (2). En dérivant de chaque coté on obtient

n

@) =3 () (14 @) + 19 ) )

k=0

:zn: (Z)f(km( 1P +Z( )fac) g+ ()

k=0

n

_ Z (k) f(k+1)( )g((n+1)7(k+1)) + Zn: (Z) f(k)(z)g(nJrlfk)(I)

k=0 k=0

_ nf (k/i 1) FO () g LK) () 4 kzn:_o (Z) 109 () +1P) ()

- ()0 ()o@ 3 () + (7)) 1w

_ <n + 1> £ ()50 () + (n + 1> FO ()¢ (z) + Zn: (n ;: 1) F®) () g1k ()

_ (n+1) _ _ (nt+l) _ _ (n+1
car (1) = (331) = (5) = ("5") = Tet car (")) + (3) = ("¢Y)-
On en conclut que P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que la propriété est vraie quel que soit n € N.

2) a) Sif(z) = (x—a) alors f'(z) = n(z —a)" ', f@(z) =n(n—1)(z — a)" 2, par récurrence immédiate on a pour

tout k € [[0711]]7 f(k) ({t) = T — a)(n_k)'

(n —.k)!(

En appliquant la formule de Leibniz a la fonction ¢, on en déduit que
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" /n n! n! e
:Z<k>(n—k)' x (2 —a) @ —b)f

k=0

2n)!
b) Avec a = b, on a p(z) = (z —a)?* donc o™ (z) =2nx (2n —1) x 2n —n+1)(z — a)>* " = ( Ti) (x —a)™ d’une
n!
part, et d’autre part en appliquant le résultat de la question précédente on a
(n) _ = n n! o \n—k(..  _\k
® (x)%(k)(n_k)!k!xn!x(x a)" " (x — a)
= (CH? x nl(z — a)"
=0
=(x—a)" xnlx z:(C?’j)2
k=0
e (2n)! n n (2n)! (2n)! .
Par identification, on a o= !> o (CF)2 done Y7 (Ck)? = (2~ mien — )~ O

Correction de 1’exercice 11 :

)

On distingue les cas selon que x > 0, z =0 ou z < 0.

o Siz €]0,+00[. La fonction exponentielle est continue et dérivable sur [0, z] et sa dérivée est = — e® donc d’apres
le théoréme des accroissements finis il existe un réel ¢ €]0, z[ tel que e* — e’ = ¢“(z — 0).
Or e > e% =1 donc e® —e® > z, et finalement e* > 2 + 1.

e Siz=0,alorse"=1letx+1=1donce*>z+1

e Siz < 0, d’apres le théoréme des accroissements finis il existe ¢ €]z, 0[ tel que e —e® = e¢(0 — ). On a donc
1—e®"=—ex clest adiree® =1+4¢z.
Or e® < 1donce‘x >z car x < 0. Finalement, 1 + ez > 1+ z donc e > 1 + z.

ainsi dans tous les cas on a e* > 1 + x.

On pose f(x) =1In(1 + x). f est dérivable sur | — 1, +00[ comme composée de la fonction x — 1+ x qui est dérivable
et strictement positive par la fonction x — In(z) qui est dérivable.
1

Vr €] -1, , () = .
v €] 1, 4ool, J'(0) = 1o
Soit « €] — 1, +0o0[. On distingue les cas selon que x €] — 1,0[, z = 0 ou z > 0.

e Siz >0, d’apres le théoréme des accroissements finis il existe un réel ¢ €]0, z[ tel que f(x) — f(0) = f'(¢)(z — 0)

donc In(1 + z) = ] j_
c

1
Orc>0donc1

<let —— <z cara>0. Ainsi, In(1 + z) < z.
c 1+c¢c

e Sizx=0,In(1+2)=1In(1) =0et z =0 donc In(l +z) < x.
e Si—1 <z <0,dapres le théoréme des accroissements finis il existe un réel ¢ €]z, 0 tel que f(0)—f(z) = f/'(¢)(0—x)

—x x

d —In(1 = ‘est a dire In(1 =

onc —In(1 + ) T o Oest a dire n(l+x) oo
1

Comme —1 < ¢ < 0, 0na0<1+c<1donc1+ > 1. Puisquex<00na1j_ < z donc finalement
¢ c

In(1+2z) < x.

ainsi dans tous les cas on a In(1 + z) < .

On pose f(z) =sinz. f est dérivable et f/'(z) = cos(z) et on sait que Yz € R, |coszx| < 1.

D’apres le théoréme des accroissements finis, on en déduit que pour tout x,y € R, |f(z) — f(y)| < 1 x |z — y|.
Autrement dit Vz,y € R, |sinz —siny| < |z —y|.

Correction de 1’exercice 12 :

D

1 1
f est dérivable sur [1;2] comme somme de fonctions dérivables sur cet intervalle et f'(z) = 5" 2
x
On a
"(z) > L >
fl(z) >0« - — po 0

QOB
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!

<

N =

1
72

222

E

<:>9:§7\@ ou zZ\/i

Comme € [1;2] on a f/'(z) > 0 <= x > /2.
On en déduit que f est décroissante sur [1;/2] et croissante sur [v/2;2].

1 3 V2 1 V2 V2 2 1 3
Deplus, f(1) = = +1=2, f(v2) = -+ — = Y= 1 Y2 /5 et enfin f(2) = = + = = -
eplus, f(1) = 5 +1=7, f(V2) > T 5T T o V2, etenfin f(2) = S+ 5 =3
x 1 V2 2
f'(x) - 0 +
3 3
2 2
V2
3
D’apreés ce tableau de variation, on a Va € [1;2], V2 < f(x) < 3
3 3
Or1<2donc1<+v?2,et 3 < 2, donc finalement pour tout = € [1;2], 1 <2 < f(z) < 3 <2.

2) ug =1 donc g € [1;2].
Pour tout n € N, si u,, € [1;2] est bien définie alors u, 1 = f(uy,) est bien défini et f(u,) € [1;2] d’apres la question
précédente donc un41 € [1;2]. Par une récurrence immédiate, on en déduit donc que pour tout n € N, u,, est bien défini
et uy, € [1;2].
1 1
3) On a déja montré a la question 1 que f était dérivable sur [1;2] et que sa dérivée était donnée par f'(z) = 3 2
x
2
Ainsi, f’ est dérivable comme somme de fonctions dérivables et f”(z) = —. Pour tout = € [1;2], #* > 1 > 0 donc
x

2
— > 0. On en déduit que f est croissante sur [1;2], donc que Vz € [1;2], f'(1) < f'(z) < f/(2).
x

Or f'(1) = f% et f/(2) = %, donc Vz € [1;2], f% < fl(z) < i

On en déduit que Vz € [1;2], |f'(x)] <

N |

1
4) D’apres les précédentes questions, f est dérivable sur [1;2] et Vo € [1;2] |f/(x)] < 3 donc d’apres 'inégalité des

1
accroissements finis, Vo, y € [1;2], |f(z) — f(y)| < i\x -yl

On en déduit que Vn € N*| [upy1 — un| = [f(un) — fltun—1)| < = X |up — tUp_1]

N =

1
Par une récurrence immédiate, on en déduit que Vn € N, |upt1 — up| < — X |ug — ugl.
) ) + on

1 1
5) Comme 3 < 1, la série de terme général on X |up — ug| est une série géométrique convergente.
Par comparaison, on en déduit que la série de terme général |u, 11 — u,| converge donc que la série de terme général
Upt1 — Up CONVETZE.

Or, > o (Unt1 — up) = un41 — up par sommes téléscopiques, donc la série Y (u,4+1 — uy,) converge si et seulement si
la suite (u,) converge. On en déduit que la suite (u,) converge.

6) Puisque f est une fonction continue sur [1;2] et que (u,) converge vers une limite ¢, on a lim f(u,) = f(£) et

n—+4o0o
lim w41 = ¢ donc finalement ¢ = f(¥).
n—-+oo
Ainsi, £ est solution de ’équation £ = g + %
¢ 1 ¢ 1
t=5ti=3 7Y
02 —2
=0
l
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=P -2=0 et L#0

—(=+2carle1;2]

on en déduit que lim wu, = V2.
n—+oo

Correction de I’exercice 13 :

1) On pose g(z) = f(x) — = sur Pintervalle [a;b]. f est dérivable donc continue, ainsi g est continue comme différence de
fonctions continues et de plus g(a) = f(a) — a et g(b) = f(b) —b.
Puisque pour tout x € [a;b] on a f(z) € [a;b], alors en particulier f(a) > a et f(b) < b, ainsi g(a) > 0 et g(b) < 0.
D’apres le théroéme des valeurs intermédiaires il existe donc un réel ¢ € [a;b] tel que g(£) = 0, c’est a dire tel que
F0) = 1.
Montrons que ce réel est unique : on suppose qu’il existe un autre réel ¢’ € [a; b] tel que f(¢') = ¢'.
Comme f est dérivable sur [a;b] et que Va € [a;b], | f'(z)| < 7, on a d’aprés l'ingalité des accroissements finis :

[0 =t = 1f(t) = f(OI < rle’ = 1]

donc |0/ — 4] <[t/ —¢|. Si ¢ # ¢, alors [¢/ — ¢| > 0 donc en divisant de chaque c6té par |[¢' — £] on obtient 1 < r, ce qui
contredit ’hypothese r € [0, 1[.
Finalement, ¢ = ¢, le point fixe de f est unique.

2) Pour tout n € N on pose P(n) : « uy, est bien définie et u,, € [a;b] ».

— Initialisation : uy € [a;b] d’aprés 'énoncé donc P(0) est vraie.

— Heérédité : Supposons qu’il existe un entier n € N tel que P(n) soit vraie.
On a u, € [a;b] donc up+1 = f(uy,) est bien définie et par hypotheése f(x) € [a;b] pour tout € [a;b] donc
Unt1 € [a;b]. Ainsi P(n + 1) est vraie.

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que P(n) est vraie quel que soit n € N.

3) Pour tout n € N, d’aprés I'inégalité des accroissements finis on a |u,1 — €] = | f(un) — f(0)| < rlu, — £

4) Pour tout n € N on pose P(n) : « |uy, — €] < r"™|ug — £| et on raisonne par récurrence.

— Imitialisation : 7° = 1 donc |ug — €] = r%|ug — £|.
— Hérédité : Supposons qu'il existe n € N tel que P(n) soit vraie. Alors
[tunt1 — €] < rluy, — €] <7 X r™ug — €] par hypothese de récurrence
Dol |up1 — € < " Hug — 4.
— Conclusion : par principe de récurrence on en conclut que Vn € N |u,11 — €] < r™|ug — 4.

5) Puisque r € [0,1[, ona lim 7" =0ainsi lim 7"|up —¢| =0 donc par comparaion lim |u, — ¢ =0.
n—-+oo n—-+o0o n—-+oo

On en déduit que lim wu, = /.
n—-+oo

Correction de ’exercice 14 :
1) La fonction z + —x est C? et la fonction x +— e aussi donc z + e~ est C2 par composition de fonctions. Les fonctions

1
r—=1etz— 37 sont C? , donc f est C2 sur [0; +oo[ comme produit et somme de fonctions C2.

—x —T —x
e

—(1-a) etf”(x):%(fl+xfl):7(x72)

—x

62 (1 —2) <0. On en déduit que f est décroissante sur [1;4o0].

e

1 1
De plus, f'(z) = B e ® —3% e v =

2) Pour tout = € [1;+00[, 1 — 2 < 0 donc

1
Or f(1) =1+ -et>1et lim f(x)=1 par croissance comparée et par somme.
2 x—+o00

On en déduit donc que pour tout x € [1;400[, f(z) € [1;+o0], autrement dit I'intervalle [1; +o0[ est stable par f.
3) On sait que f"(z) = 67(33 —2), donc f’ est croissante sur [0;2] et décroissante sur [2; +oo].

1 -2 1
Or, f'(0) ==, f'(2) = —e—, et lim f/(x) = —= par croissance comparée et par somme.
2 2 z—+00 2

1 1 1
On en déduit que Vz € [0; +oo], —3 < fl(z) < 2 autrement dit Vz € [0; +o0], |f'(z)| < 7

4) On pose g(x) = f(z)—z. Alors g est dérivable sur [1; +00[ comme somme de fonctions dérivables et ¢'(z) = f/'(z)—1 =

62 1-a)—1.
Pour tout z > 1, 67 >0et (1—2)<0donc e7(1 — ) <0 et ainsi ¢'(z) < —1 < 0 donc ¢'(z) <0
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. 1 . . -
6) Ona lim —|up— | =0 donc par comparaison lim |u, —«a| =0, et ainsi
n—4oo 2N n—-+oo

On en déduit que g est strictement décroissante sur [0; +00[. g est continue comme somme de fonctions continues, et
1

g1)=f(1)—-1=-e-1>0et lim g(x) = —oo par somme de limites.
2 T—+00

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel « € [1; +00] tel que g(a) = 0, c’est
a dire il existe un unique réel a € [1; +o0[ tel que f(a) = a.

f est dérivable sur [0;4+o00[ et on sait que pour tout = € [0;4o00[, |f'(z)] < = donc on peut appliquer 'inégalité des

1
. . h 2
accroissements finis :

Ve,y € [0 koo, 1f(x) ~ f) < glo -y
Ainsi
VneN, [f(un) = fle)] < Slun — o
et donc
VneN, |upt1 —al < %|un —a

1
Par une récurrence immédiate on en déduit que pour tout n € N, |u,, — o] < 2—n|u0 —al.

lim w, = «.
n—-+oo

QOB

BY NC 14/??



